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Exercice I : Rappels et complements mathematiques 

1) Gradient d’une fonction scalaire, 

a) Donner grad V = VU en coordonnees cartesiennes, cylindriques et spheriques, 

b) En deduire l’expression de grad (^) , 

2) Divergence d’un vecteur, 

Donner di v E = V.E en coordonnees cartesiennes, cylindriques et spheriques, 

3) Rotationncl d’un vecteur, 

a) Donner V A A en coordonnees cartesiennes, 

b) En deduire : (i) V A grad V , (ii) V. A A ^ , 

4) Calcul integral, 

a) Donner le theoreme de Green Ostogradsky reliant une integrale triple a une integrale 
double, 

b) Donner le theoreme de stokes reliant une integrale double a une simple. 

Exercice II: champ B cree par une bouele de courant 
Un courant d’intensite I circulc dans une spire circulaire de centre O et de rayon R. On 
se propose de calculcr le champ d’induction magnetique b (M) cree au point M de l’axe 
O z de la spire. 

1) Par des considerations de symetrie, determiner: 

a) Les variables dont depend b (M), 

b) La direetion de b (M) , 

2) A l’aide de la loi de Biot et Savart, determiner: 

a) L’expression du champ b (M) en fonction de z, 

b) L’expression de b (M) en l’angle a, 

3) En deduire la valeur du champ: 

a) Au centre de la spire, point z = 0, 

b) Dans la limite z tend vers Linfini, 

4) Un enroulement de spires jointives identiques d’epaisseurs tres faibles vis-a-vis des 
rayons des spires constitue une bobine plate. 

a) Deduire de la question precedente le champ d’induction B (z) de la bobine, 

b) Justiher la reponse, 

5) Calculcr circulation de B [z) le long de tout l’axe Oz 
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Exercice III: champ B cree par un solenoide 
Un solenoide S fini est constitue d’un enroulement d’un fil conducteur autour d’un cylin- 
dre d’axe A que nous prenons Oz. Le fil, parcouru un courant permanent /, est suff- 
isamment mince permettant d’imaginer le solenoide comme une juxtaposition continue 
de spires coaxiales de rayon R d’axe Oz, 

1) Faire un schema illustratif, on notera les angles limites aq et a 2 , 

2) Si pour une epaisseur dz autour du point P du solenoide, nous avons N spires ; donner 
la densite dn de spires par unite de longueur du solenoide, 

3) On se propose de calculer le champ d’induction sur Vaxe du solenoide, 

a) Donner l’expression du champ elementaire dl a en fonction de b (z ) , 

b) Calculer le champ total B (A) en fonction de aq et « 2 , 

4) En deduirc la valeur du champ pour le cas d’un solenoide infini 

Exercice IV: champ B et potentiel veeteur A 
On considere un conducteur cylindrique homogene de base circulaire de rayon R et de 
longueur L supposee grande (h tendant vers l’inhni ). Ce conducteur est parcouru par 
un courant volumique axial d’intensite I et de densite volumique j — je z . 

1) Par des considerations de symetrie, determiner: 

a) Les variables dont depend hinduetion magnetique B (M) , 

b) La direetion de B (M), 

c) Verifier que div£> = 0, 

2) Determiner l’expression du champ B (M) en tout point de l’espace, 

3) Determiner les variables dont depend le potentiel veeteur A (M) , 

4) Determiner la direetion de A (M) , 

5) Verifier que div A = 0, 

6) A partir de la rclation B = V A A, determiner l’expression de A (M) en tout point de 
l’espace, 

7) En deduirc la constante d’integration pour la condition A (p = R). 
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Solution 



Exercice I: Rappels et complements mathematiques 



1) Gradient d’une fonction scalaire 
(a) en coordonnees cylindriques 



, dV _ ldV^ dV _ 
grad V = — e p + - — e v + —e z 
o p p dtp oz 



en coordonnees spheriques 



dV_ ldV 



grad V = —e r H — e e H r 



1 dV 



d r r dd° ' r sin 6 dtp v 

(b) En dednire l’expression de grad (£) 

S rad (z) = = “3 



2) Divergence d’un vecteur 

(a) en coordonnees cylindriques 

div £ = l d(pE,) 1 dE v , dE z 



J rp3 



+ -^ + 



en spheriques 



p dp p dtp d z 



- 1 d (r 2 E r ) 1 <9 (sin 9E e ) d 

div E — — — + — + — 



(b) a priori 



r 2 d r r sin 6 dd 



div I 4^1 =4^ = 0! 



r sin Odip 



rp3 J ^ i y > 

mais ceci n’est vrai qne pour r ^ 0. Ponr r = 0, cette quantite diverge; en effet 

011 ^ 



sait que ponr le champ clcctrostatiqne E = — — — 



div E — — ^0 
£o 



ce qui condnit a: 



T Q 

div — = 47T-, g — q8 (r) , avec S distribution de Dirac 
r 6 q ' 



on 
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3) Rotationnel d’un vecteur 

(a) Donner V A A en coordonnees cartesiennes 



(b) 





d_ _ 
dx 


A x 


V A A = 


± A 

dy 


A y — 




d 

dz 


A z 



dA z 

dy 

dA x 

dz 

dAy 

dx 



OAy 

dz 

dA z 

dx 

dA x 

dy 



rot (grad V) 
div (rot /T) 



vaw = o 
0 



4) rclations de Stokes 





Relation 1: Green-Ostogradsky 
Relation 2: Stokes 



Exercice II : champ B cree par une boucle de courant 
pour des details voir section J^.2 du cours 



1) i) b = b ( z ), ii) b = b (z) e z 

2) loi de Biot et Savart 



T* u n I sin 3 a -> 

b = e z 



- Mo 7 R 2 7T 

2 (R 2 +Z 2 )i 



3) valeur du champ: 

(a) Au centre de la spire: point z = 0 




( b ) Dans la limite z tend vers l’infini 



6 — >■ 0 
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4) bobine plate. 

Le champ B est obtenu par application du 



principe de superposition 

c’est a dire que le champ total B (z) cree par la bobine est la somme des champs 
crees par chacune des N spires: Nb 



B (z) = 



UnNI ■ 3 

= sin a e z 



fJ-gNI b 3 

' 2R (R 2 +z 2 )% 



5) circulation de B le long de tout l’axe Oz 



f°° Bdz = f°° ^ dz 

J OO J-OO 2 ( R 2 + 2 , 2)2 



= f °° ( sin 3 a ) dz 

J— oo 2 R J 



Ensnite utilisons les relations 



sin 3 a 



tan a — — 



(. R 2 +Z 2 )2 

R 



= R cot a = R ^ 

tan a sin a 



et les bornes 



2 = — OO 



a = n~ 



z = oo 



= 0 + 



r Bdz = 

J — OO 



f°_ ( sin 3 a) — df-da 

Jir y 2 R J sirr a 

— sin ada 

C d (cos a) 

[cosa]° 



= ho NI 



Exercice III : champ B cree par un solenoide S 
voir sous -section 4-3 du cours: 

On considerera 2 cas: 
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• solenoide fini avec: —z± < z < z 2 

ou encore d’ouverture vu de M donnee par aq, a 2 , 

• solenoide infini avec: — oo < z < oo 
ou encore aq = tt, a 2 = 0. 



1) schema illustratif. voir fig 




avec 

dz = g — da 

sin a 

2) densite dn de spires par unite de longueur du solenoide § 

Pour calculer le champ B cree par § en un point M G Oz, on suppose que: 

i) le fil est suffisamment mince et imaginer: 

le solenoide S connne une juxtaposition continue de 
spires coaxiales S, de rayon R d’axe Oz, 

ii ) pour une epaisseur dz autour du point P du solenoide, nous avons N spires. 

dz — >■ N spires 

Cela veut dire que la densite dn de spires par unite de longueur du solenoide est 

dn 

— = N => dn = Ndz 
dz 
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2 remarques: 

/ lc solenoide § a donc les memes proprietes de symetrie que les spires S t . 
/ en fonction de l’angle a : 



tana — — =>■ z — 0 — 

z tan a 



=*► dz = -4 



dn = — N 



sin 2 a 



3) (a) champ elementaire: dB 

★ une spire S, parcourue par I, cree un champ b; cad: 



-i • o ' ' i ' Uni sin 3 a -> 

1 spire o cree b = — 2R — e z 



★ une densite dn de spires autour de P cree en tout point M de Oz un champ dB 

dn spires cree dB = bdn 

= Nbdz 
= -Nb-S^da 

sin a 

Remplagons b par sa valeur, on a: 



dB = - (N x ^^e z ) x da 

y 2 R z J sm^ a 



— — 1 sin adae z 



(i b ) champ total: B 



B (z) = 



UglNsin 3 a Rda _ 

2 R sin 2 a z 



sin ada 



B (z) = v^I N 



(cos OL2 — COS OL\) 



4) Solenoide infini : a i = n, a 2 = 0, 



B = to IN 

= cte 

sur l’axe Oz le champ B est constant 




Exercice IV : champ B et potentiel vecteur A 
schema illustratif: voir fig 2 




Figure 2: conducteur cylindrique parcouru par J = je z . Coordonnees M = (p, p, z) . T 
est la courbe d’Ampere. 



1) Proprietes de symetrie de B (M) 

(a) symetrie cylindrique implique (ici L est suppose infini) 

B = B(p) 

(i b ) direction de B : le plan 

n s = (e p , e z ) _L contenant M 

est un plan de symetrie du conducteur. Ceci implique 

B _L U s y» B = B v (p) e v 

(c) calcul de di v B : 

En coordonnees cylindriques, on a: 

div B = V.B 

9(pBp) . d B v QB Z 
pdp ' pdip ' dz 

= = 0 car B v = B v (p) ne dependant ni de p ni de z 
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2) Expression du champ B (M) en tout point de l’espace 

★ le calcul se fait par le th d’Ampere (voir chap 2 pour plus de details sur ce th) 




/i 0 / : Theoreme d’Ampere 



ou T est la courbe d’Ampere. 

Dans notre cas, T est un cercle de rayon p passant par M 
on a aussi 

B = Be v 

'di = dpe p + pdtpe p + dze z 

soit 

B. 'di = pBdip 

Seion le choix de T on distingue deux cas: 



a ) p > R 



b) p < R 



i) cas p > R 




Figure 3: Courbe d’Ampere. 

La courbe d’Ampere est: 

un cercle de rayon p passant par M 
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Comme p > R, lc courant traversant S delimitee par T est 



avec dS — T et 



1=1 =[ j dS 

J s J s 



= 3 et 
d£ = dS 



et donc 



1 = I J dS+ j dS 

J 0<p<R J 



I = j r R 2 



Le theoreme d’Ampere implique 



D’ou 



p 0 I — 



B (pdip) 



= pB j) dp> 
= 2 npB 



B v = 2 ^p avec 1 = 3 n R 2 



ii ) cas p < R 

Dans ce cas seulc une partie du courant contribue car 



hnt = — j f s ds, c)S = r 



= JTrp 
= (JKR 2 )^ 

~ 12 - 
~ 1 R 2 



le theoreme d’Ampere donne 



do 3Kp 2 = do 1 W 



= 2 npB 
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soit: 

‘lu p B = p 0 I 

et donc 

B = p 0 I 2 ^ r2 



3) variables de A (M) : 

symetrie cylindrique implique: 

A = A(p) 

il n’y a pas de variable z ni de variable p 

4) direction de A(M). 

Le plan de symetrie II S implique 

A e n s 

cad qu’on a chercher 2 composantes. 

Mais cornme lc plan 



n a = (e p , e p) est un plan d’antisymetrie 



et que 

a ± n„ 



on a 

A = A(p) e z 



5 ) 



Verifter gue div A 



0 



div A = V.A 

__ d(pA p ) i dA v . QAz_ __ dAz 
pdp ' pdip ' dz dz 

= 0, car ne depend pas de z 



6) Expression de A (M) en tout point de l’espace 



A partir de 



B = VAA 



soit en effectuant 



B p (p) = 0 


JL 

dp 


A p = 0 


(p) 7 ^ 0 = 


-J- A 

pdip 


Ap = 0 = 


B z (p) = 0 


d 

dz 


A z ^ 0 



0 



8A Z 

dp 

0 
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B v(p) = ~^ ^ A z = — f B^dp 

on distingue 2 cas 

a) p> R : B v = ^- p 

P) P < R ■ Po^ 2ir R 2 

a) p > R 




7) la condition sur A permet de determiner la constante pour p = R + 

A z (p = R) = 0 =>- cte = ^ ln R 



soit 




La condition snr A permet de determiner la constante p = R 



A z (p = R) = 0 cte' = £pLR 2 



Mp) = -£^p 2 + £^R 2 
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